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考虑应力比的疲劳裂纹扩展概率模型
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摘　　　要 : 考虑到应力比对疲劳裂纹扩展速率的影响及裂纹扩展的分散性 ,在 Paris公式基础上 ,提出了

一种考虑应力比的疲劳裂纹扩展概率模型 ;运用非线性函数线性化原理给出概率模型参数的求解方法 ;通过

该概率模型和曲面 ,可从宏观上把握应力比对裂纹扩展的影响规律及得到任意应力比下的概率疲劳裂纹扩

展速率曲线 ;对 30CrMnSiNi2A钢试验数据的处理及分析验证了该模型的有效性和实用性.

关　键　词 : 疲劳裂纹扩展 ; 疲劳裂纹扩展概率模型 ; 应力比 ; 30CrMnSiNi2A钢

中图分类号 : T G111191 　　　　　文献标识码 : A

收稿日期 :2008209218 ; 修订日期 :2009201214

作者简介 :王坤茜 (1972 - ) ,女 ,云南昆明人 ,副教授 ,博士生 ,主要从事机械设计及理论的研究.

Fatigue crack growth probabil ity model based on stress ratio
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Abstract : Based on Paris formula , a fatigue crack growth probability model was estab2
lished in consideration of t he influence of st ress ratio on fatigue crack growth rate and the

dispersion of fatigue crack growt h. The parameters of t his p robability model were estimated

by using the p rinciple of no2linear f unction linearization. Through t his p robability model and

surfaces , t he regulations of t he effect of st ress ratio on fatigue crack growt h can be mastered

and the probability fatigue crack growt h rate curves at any st ress ratio s can be obtained. A2
vailability and feasibility are indicated by an analysis of t he 30CrMnSiNi2A steel test data.
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　　疲劳裂纹扩展 d a/ d N2ΔK曲线是工程构件

损伤容限分析的重要依据 ,也是金属材料的主要

力学性能之一[122 ] .国内外有不少专家学者做过有

益探索[326 ] ,但一般都是基于 Paris 公式 ,较少考

虑应力比 R 的影响 ,不尽合理.因为循环应力强

度因子ΔK ,应力比 R 都是裂纹扩展的动力因

子[7 ] ,而应力比 R的改变是会影响到疲劳裂纹扩

展 p2d a/ d N2ΔK等数值[8210 ] .研究表明 ,实际使用

中的构件承受的随机载荷由应力幅值和平均应力

(与应力比 R相关)二元变量控制 ,且这二元变量

对疲劳裂纹扩展均起主导作用[11 ] ,因此 ,使用单

一变量ΔK表示的 p2d a/ d N2ΔK曲线作为疲劳

裂纹扩展性能指标 ,显然与实际不符合.

在实际情况中 ,不仅存在应力比 R 的影响 ,

而且疲劳断裂问题具有随机性 ,必须用概率统计

的方法来反映裂纹扩展的量变倾向和趋势.否则

采用确定性的分析与预测方法是没有能力也不可

能回答今天工程技术人员必须解决的无数个可能

发生的问题 ,还会导致不确定的或互相矛盾的计

算结果.
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因此 ,本文考虑到应力比 R对疲劳裂纹扩展

的重要影响以及疲劳裂纹扩展的分散性 ,在传统

的 Paris公式基础上 ,建立了一种描述随机疲劳

裂纹扩展的 R2p2d a/ d N2ΔK概率模型 ,并给出简

单、实 用 的 模 型 参 数 求 解 方 法. 本 文 以

30CrMnSiNi2A结构钢为例 ,通过该材料的 R2p2
d a/ d N2ΔK概率模型和曲面图形 ,研究应力比 R

对 p2d a/ d N2ΔK曲线的影响 ,其研究结论在理论

和工程实践上都具有重要的意义 ,为在类似条件

下的材料的疲劳寿命评估提供理论依据 ,满足工

程实际中的应用需求.

1　R2p2da/ dN2ΔK概率模型

关于疲劳裂纹扩展稳定阶段的扩展规律 ,最

有代表性的是 Paris公式[12 ]

d a/ d N = C(ΔK) n (1)

式中 C和 n为待定参数. Paris公式有其局限性 ,

如未考虑应力比 R的影响

有些金属材料通常用 Walker 公式[ 13 ]表达应

力幅值和应力比 R对疲劳裂纹扩展的影响.

d a/ d N = C(1 - R) mΔKn (2)

式中 C , n和 m 为待定参数.令 C′= C(1 - R) m ,则

式 (2)变为

d a/ d N = C′(ΔK) n (3)

式 ( 3) 形同 Paris 公式 ,可以说 Walker 公式是

Paris公式的变形. C′与应力比 R 有关 ,而 n与应

力比 R 无关.

有些金属材料可使用 Forman 公式[14 ]表达

应力幅值和应力比 R对疲劳裂纹扩展的影响.

d a/ d N =
C(ΔK) n

(1 - R) Kc -ΔK
(4)

式中 C和 n为待定参数 , Kc 为断裂韧性.令 C″=

C
(1 - R) Kc -ΔK

,则式 (4)变为

d a/ d N = C″(ΔK) n (5)

式 (5)形同 Paris公式 ,也可以说 Forman 公式是

Paris公式的变形. C″与应力比 R 有关 ,而 n与应

力比 R 无关.

Forman公式与 Paris公式和 Walker 公式相

比较 ,形式较复杂 ,对于目前尚难测定 Kc 值的材

料来说 ,就无法使用该式来计算 d a/ d N .

Paris公式具有形式简单和使用方便等特点 ,

因而得到了广泛应用.通过文献 [ 8 ]和文献 [ 152
17 ]表明 ,Paris公式中的参数 C和 n 与应力比 R

具有相关性 ,并且随着应力比 R的增大 , n增大 ,

C降低.因此 ,本文在 Paris公式 ,为进一步利用试

验信息 ,体现出裂纹扩展速率 d a/ d N , C和 n与应

力比 R 的相关性 ,建立应力比 R 的函数 R2d a/

d N2ΔK公式

d a/ d N = C( R) (ΔK) n( R) (6)

式中ΔK为应力强度因子范围 ; a为裂纹半长 ; N

为疲劳裂纹扩展寿命 ; R为应力比 ,即最小应力与

最大应力之比 , R =
σmin

σmax
=

Kmin

Kmax
; C( R) , n ( R)分别

为应力比 R的函数.

当只有一个应力比 R时 ,公式 (6)与 Paris公

式完全一致 ,即 Paris 公式是公式 ( 6 ) 的一个

特例.

为了考虑试验数据随机特性对评价结果的影

响 ,即存活概率问题 ,需要引入概率模型.考虑到

可靠度 p ,则 R2p2d a/ d N2ΔK概率模型为

d a/ d N = Cp ( R) (ΔK) np
( R) (7)

式中 p为可靠度 ; Cp ( R)为与可靠度 p有关的应

力比 R 的函数 ; np ( R)为与可靠度 p有关的应力

比 R 的函数 ;其余参数与式 (6)中各参数意义

相同.

2　R2p2da/ dN2ΔK概率模型参数
计算方法

211　不同应力比 R下的 a j 和 N j , p的测定与计算

分别在 r个应力比 R 下 ,采用成组试验法进

行试验 ,通过试验测得每个试件在恒幅载荷下的

裂纹扩展长度 a及对应的裂纹扩展寿命 N 的一

系列数据对 ,即 a2N 曲线.由于试验数据的分散

性 ,对于每个应力比 R条件下的 m 个试件都可以

测试得到 m 条 a2N 曲线 ,计算这 m 个试件在同

一循环载荷作用下 ,裂纹从起始长度扩展到指定

裂纹长度时的裂纹扩展寿命 N ji ,其中 i = 1 , 2 ,

3 , 4 ,⋯, m ,表示试件序号 ,共有 m个试件 , j = 1 ,

2 ,⋯,q ,表示指定裂纹长度 aj 共有 q个.

由于裂纹扩展寿命成对数正态分布[ 1 ] ,则实

验数据可进行以下处理. 取对数裂纹扩展寿命

x ji = lg N ji为随机变量 ,并将对应同一 aj的不同

x ji值作为一个子样进行统计处理.当给定 j时 ,由

i个试件 x ji可以得到子样平均值 x j 和子样标准

差 S j .

x j =
1
m ∑

m

i = 1
x ji (8)
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S j =
∑
m

i = 1
x ji -

1
m ∑

m

i = 1
x ji

2

m - 1
(9)

具有可靠度 p的对数裂纹扩展寿命 x j , p见文

献[ 1 ] .则具有可靠度 p的安全裂纹扩展寿命为

N j , p = 10
x j , p (10)

212　不同应力比 R下的( da/ dN) j , p和ΔKj 的

计算

　　( d a/ d N ) j , p是从不同应力比 R 下的 a j 和

N j , p数据中采用七点递增多项式的数据处理方法

确定 ,由于七点递增多项式法需舍去头部和尾部

的各 3个数据 ,实际上 , j = 4 , 5 , ⋯,q - 3 ,表示指

定裂纹长度 aj 共有 ( q - 6)个.

ΔKj =
ΔP

B W
Y

aj

W
(11)

式中ΔP为疲劳载荷变程 ; B , W 为试件形状尺

寸 ; Y
aj

W
为试件几何修正参数.

213　概率模型参数 Cp ( R)和 np ( R)的计算

对式 (7)两边取对数 ,得

　lg (d a/ d N ) = lg[ Cp ( R) ] + np ( R) lg (ΔK) (12)

令 Y i = lg (d a/ d N) j , p , X i = lg (ΔK) j ,

b0 = lg[ Cp ( R) ] , b1 = np ( R)

则 Y = Xb (13)

式中 Y =

Y1

Y2

…

Y n

; X =

1 X1

1 X2

… …

1 X n

; b =
b0

b1

i = 1 , 2 , 3 , 4 ,⋯, n ; n = q - 6

回归系数 b由下式求得

b =
b0

b1

= ( X′X) - 1 X′Y (14)

每个应力比 R 对应一个系数 b =
b0

b1

, r个

应力比 R 将得到 r个系数 b ,即应力比

R =

R1

R2

…

R r

对应 b0 =

b0 1

b0 2

…

b0 r

和 b1 =

b11

b12

…

b1 r

函数 Cp ( R)可由 b0 和 R回归求得 ,函数 np ( R)可

由 b1 和 R回归求得.

3　算　例

利用建立的 R2p2d a/ d N2ΔK 概率模型及参

数估算方法 ,对 30CrMnSiNi2A 钢锻材试验数据

进行处理 ,分析应力比 R对疲劳裂纹扩展的影响

规律.

311　试验及数据处理

本试验采用 30CrMnSiNi2A 锻材 ,热处理是

900 ℃淬火 ,240 ℃等温 1 h ,250 ℃回火 3 h ;CT试

样 ,B = 20 mm ,W = 80 mm ;加载条件为恒幅 ,正弦

波 ;频率 f = 13133 Hz ;试验温度是室温 , 15～25

℃;相对湿度为 70 %～80 % ;应力比R = 011 ,013 ,

014 ,016 ;最大载荷 Pmax = 1196×104 N ,本试验采

用固定最大载荷 ,改变最小载荷达到改变应力比

R的方法 ;试件数目为每个应力比 R 下各 5 个 ;

裂纹起始长度为 32 mm ,指定裂纹长度为 51 mm.

本文以 p = 50 %和 p = 9919 %为例 ,研究 R2
p2d a/ d N2ΔK概率模型及曲面.根据不同应力比

R下的 a j 和的测定与计算以及 ( d a/ d N ) j , p和

ΔKj 的计算方法 ,得到表 1～表 4数据.

表 1　R = 011时的( da/ dN) 50和( da/ dN) 9919

Table 1　Crack growth rate ( da/ dN) 50 and ( da/ dN) 9919

at R = 011

aj /

mm

ΔK/
(MPa·m0. 5 )

(d a/ d N) 50 /

10 - 7 ·
(m/ cycle)

(da/ d N) 9919 /

10 - 7 ·
(m/ cycle)

35 251115 116 11383 042 11454 084

36 261005 671 11502 826 11600 667

37 261946 012 11620 572 11740 468

38 271941 306 11746 852 11866 716

39 281997 281 11888 007 21015 695

40 301120 300 21052 847 21180 080

41 311317 449 21230 476 21340 514

42 321596 644 21416 591 21548 975

43 331966 748 21586 437 21764 255

44 351437 719 21810 151 31074 268
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表 2　R = 013时的( da/ dN) 50和( da/ dN) 9919

Table 2 Crack growth rate ( da/ dN) 50 and ( da/ dN) 9919

at R = 013

aj /

mm

ΔK/
(MPa·m0. 5 )

(da/ d N) 50 /

10 - 7 ·
(m/ cycle)

(da/ d N) 9919 /

10 - 7 ·
(m/ cycle)

35 191533 979 01909 533 11039 947

36 201226 633 01991 922 11129 824

37 201958 009 11084 896 11237 696

38 211732 127 11185 104 11349 300

39 221553 441 11289 587 11466 545

40 231426 900 11394 702 11610 373

41 241358 016 11503 212 11768 403

42 251352 945 11627 254 11921 149

43 261418 582 11783 425 21103 126

44 271562 670 11997 851 21317 318

45 281793 940 21261 194 21570 209

46 301122 263 21572 362 21927 267

47 311558 842 21916 778 31387 453

48 331116 441 31325 792 31736 373

表 3　R = 014时的( da/ dN) 50和( da/ dN) 9919

Table 3 Crack growth rate ( da/ dN) 50 and ( da/ dN) 9919

at R = 014

aj /

mm

ΔK/
(MPa·m0. 5 )

(da/ d N) 50 /

10 - 7 ·
(m/ cycle)

(da/ d N) 9919 /

10 - 7 ·
(m/ cycle)

35 161743 410 01607 998 01638 969

36 171337 114 01671 218 01740 440

37 171964 008 01745 125 01831 663

38 181627 537 01821 350 01921 589

39 191331 521 01911 822 11043 711

40 201080 200 11022 883 11161 247

41 201878 300 11165 105 11273 748

42 211731 096 11273 911 11408 465

43 221644 498 11389 174 11529 008

44 231625 146 11547 635 11715 052

45 241680 520 11719 045 11890 118

46 251819 082 11876 418 21079 921

47 271050 436 21076 356 21342 706

48 281385 521 21319 465 21601 481

表 4　R = 016时的( da/ dN) 50和( da/ dN) 9919

Table 4 Crack growth rate ( da/ dN) 50 and ( da/ dN) 9919

at R = 016

aj /

mm

ΔK/
(MPa·m0. 5 )

(d a/ d N) 50 /

10 - 7 ·
(m/ cycle)

(da/ d N) 9919 /

10 - 7 ·
(m/ cycle)

35 111162 274 01258 699 01280 335

36 111558 076 01281 854 01303 758

37 111976 005 01304 619 01331 768

38 121418 358 01330 131 01367 255

39 121887 681 01359 886 01403 061

40 131386 800 01398 806 01453 391

41 131918 866 01446 716 01506 066

42 141487 397 01508 393 01559 441

43 151096 332 01570 545 01630 535

44 151750 097 01651 402 01708 160

45 161453 680 01746 918 01799 636

46 171212 722 01872 205 01948 667

47 181033624 11014 515 11111 091

48 181923 681 11188 614 11365 177

312　30CrMnSiNi2A钢的 R2p2da/ dN2ΔK概率

模型

　　根据 R2p2d a/ d N2ΔK概率模型及参数计算

方法 ,由表 1～表 4可得 ( R , b0 , b1 )数据 (图 1～图

4中散点) .

p = 50 %时

R =

011

013

014

016

; b0 =

- 91738 703

- 101140843

- 101315089

- 101655768

; b1 =

21060670

21398514

21545360

21905291

p = 9919 %时

R =

011

013

014

016

; b0 =

- 91766 928

- 101084658

- 101314754

- 101636839

; b1 =

21098553

21401883

21579018

21925793

由 p = 50 %和 p = 9919 %时的 ( R , b0 , b1 )数

据 ,运用线性回归[18 ]理论 ,得到线性回归模型及

相关系数 r(图 1～图 4) ,其中相关系数| r| 均大于

置信度为 95 %的相关系数临界值 0195[ 19 ] ,说明

b0 和 b1 分别与应力比 R线性相关.从图 1～图 4

可以看出 , R2p2d a/ d N2ΔK概率模型中的待定函
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数 C p ( R)和 np ( R)是变化的量 ;并且表现出与应

力比 R很强的相关性 ,lg [ Cp ( R) ]和 np ( R)均与

应力比 R成线性相关关系 ; Cp ( R)随着应力比 R

的增加而减小 , np ( R) 随着应力比 R 的增加而

增大.

因为 lg[ Cp ( R) ]与应力比 R 成线性相关关
系 ,则 Cp ( R)可由 b0 和 R线性回归后 ,变换成指
数函数求得 ,而 np ( R) 可由 b1 和 R 线性回归

求得.

当 p = 50 %时

C50 ( R) = 10 ( - 91571 889 - 11830 604 R)

n50 ( R) = 11889 250 + 11680 597 R
(15)

即 p = 50 %的 R2p2d a/ d N2ΔK概率模型为

d a/ d N = 10 ( - 91571 889 - 11830 604 R) ×ΔK
(11889 250 + 11680 597 R)

(16)

当 p = 9919 %时

C9919 ( R) = 10 ( - 91584 303 - 11761 404 R)

n9919 ( R) = 11920 671 + 11658 975 R
(17)

即 p = 9919 %的 R2p2d a/ d N2ΔK概率模型为

d a/ d N = 10 ( - 91584 303 - 11761 404R) ×ΔK(11920 671 + 11658 975 R)

(18)

图 4　n9919 ( R)与 R的关系

(相关系数 r = 01998 250)

Fig. 4　Relativity between n9919 ( R) and R

313　R2p2da/ dN2ΔK曲面及其应用

R2p2d a/ d N2ΔK概率模型实际上是一个曲面

方程 ,将其图形化 ,在 d a/ d N ,ΔK , R 三坐标中 ,

显示为一个曲面 (如图 5 所示) .该曲面具有很多

用途 ,通过 R2p2d a/ d N2ΔK曲面 ,可得到任意应

力比 R下的 p2d a/ d N2ΔK曲线 ,充分利用了有限

的试验数据和经验提供的信息 ;可以从宏观上分

析应力比 R对疲劳裂纹扩展速率 d a/ d N 的影响 ,

整体地把握连续应力比 R 影响下的疲劳裂纹扩

展速率 d a/ d N 及可靠性曲线的变化趋势.一方面

比传统方法节省了大量试件 ,另一方面为在类似

条件下的材料的疲劳寿命评估提供理论依据 ,满

足工程实际中的应用需求.

以下是30CrMnSiNi2A钢R2p2d a/ d N2ΔK 曲

面分析.

1) 应力比 R对疲劳裂纹扩展速率 d a/ d N 的

影响分析

由图 5中的曲面 ,可看出应力比 R对疲劳裂

纹扩展速率 d a/ d N 有着较大影响.增大应力比 R
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将使裂纹扩展速率 d a/ d N 增加 ,并且 d a/ d N 的

增长幅度并非均匀递增 ,当应力比 R≤014时 , R2
p2d a/ d N2ΔK曲面变化较平缓 ,即 d a/ d N 的增长

幅度较平稳 ;当应力比 R > 014 时 , R2p2d a/ d N2
ΔK曲面变陡 ,即 d a/ d N 的增长幅度较快.

图 5　R2p2d a/ d N2ΔK曲面

Fig. 5　R2p2d a/ d N2ΔK surfaces

2) 应力比 R与 p2d a/ d N 之间的关系分析

将 R2p2d a/ d N2ΔK曲面剖切 ,研究应力比 R

与 p2d a/ d N 之间的关系. 平行于图 5 中的 d a/

d N2ΔK平面进行剖切 ,可得单个应力比 R 下的

p2d a/ d N2ΔK曲线 (图 6) ,通过这些曲线研究 p2
d a/ d N2ΔK曲线与应力比 R 之间的关系 ;平行于

图 5中的 R2d a/ d N 平面进行剖切 ,研究同一ΔK

时 , p2d a/ d N 与应力比 R 的关系 (图 7) .

图 6　p2da/ d N2ΔK曲线

Fig. 6　p2da/ d N2ΔK curves

通过图 6 的 p2d a/ d N2ΔK曲线和图 7 的 R2
p2d a/ d N 曲 线 , 可 以 看 到 以 下 变 化 趋 势 :

30CrMnSiNi2A 钢的疲劳裂纹扩展速率 d a/ d N

与应力比 R 有很强的相关性 ,应力比 R 对

30CrMnSiNi2A钢疲劳裂纹扩展速率影响较大 ;

随着应力比 R增大 ,30CrMnSiNi2A 钢疲劳裂纹

扩展速率 d a/ d N 增加 ;同一ΔK时 ,当应力比 R

图 7　R2p2da/ d N 曲线

Fig. 7　R2p2d a/ d N curves

较小时 ,应力比 R对裂纹扩展速率 d a/ d N 的影响

相对较小 ,当应力比 R 较大时 ,应力比 R 对裂纹

扩展速率 d a/ d N 的影响相对明显 ;随着ΔK的增

大 ,应力比 R对裂纹扩展速率 d a/ d N 的影响越明

显 ,尤其当有较高可靠度 p 要求时 ,其裂纹扩展

速率 d a/ d N 明显加快.

4　结　论

1) 提出了形如 d a/ d N = C( R) (ΔK) n( R)的疲

劳裂纹扩展 R2d a/ d N2ΔK模型 ,考虑了应力比 R

的影响 ,改进了 Paris公式中待定参数 C和 n 忽

略应力比 R 影响的局限性.

2) 同时考虑了疲劳裂纹扩展的随机特性 ,建

立了形如 d a/ d N = Cp ( R) (ΔK) np
( R) 的 R2p2d a/

d N2ΔK概率模型.该模型有鲜明的物理意义 ,可

以从宏观上整体地把握应力比 R 对疲劳裂纹扩

展的影响规律.

3) 给出了 R2p2d a/ d N2ΔK概率模型参数的

计算方法 ,满足工程实践中的应用需求.

4) 通过 30CrMnSiNi2A 钢的算例证明了 R2
p2d a/ d N2ΔK概率模型能较好地反映疲劳裂纹扩

展的规律 ,同时也验证了该模型的有效性.

5) 通过 30CrMnSiNi2A 钢的 R2p2d a/ d N2
ΔK曲面 ,得出应力比 R 对 30CrMnSiNi2A 钢疲

劳裂纹扩展的影响规律 :在疲劳裂纹扩展稳定阶

段 ,随着应力比 R 增大 ,疲劳裂纹扩展速率 d a/

d N 增加 ,并且随着应力比 R的增大 ,疲劳裂纹扩

展速率 d a/ d N 的增长幅度加快 ;随着ΔK的增

大 ,应力比 R对裂纹扩展速率 d a/ d N 的影响越明

显 ,尤其当有较高可靠度 p 要求时 ,其裂纹扩展

速率 d a/ d N 明显加快.

因此 , R2p2d a/ d N2ΔK概率模型及其参数计

算方法可作为对现有描述疲劳裂纹扩展规律的方

法的改进和补充 ,应用于工程实践.
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